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1. Многофакторная (множественная) линейная регрессия 

Рассмотрим основы построения регрессионных моделей для объекта 
с несколькими входными переменными (рисунок). 

Объект исследования с несколькими входными факторами 

Для построения модели необходимо иметь данные эксперименталь-
ных исследований объекта, представленные в виде таблицы, где каждой 
комбинации значений входных факторов соответствует значение выходно-
го фактора. 

Данные экспериментальных исследований объекта 

Номер 
экспери-
мента 

Х1 Х2 … Xk Y 

1 x11 x21 … xk1 y1 
2 x12 x22 … xk2 y2 
3 x13 x23 … xk3 y3 
… 
m x1m x2m … xkm ym 
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Моделирование объекта со сложным внешним воздействием в виде 
нескольких входных факторов, так же как и для объекта с одним входным 
фактором, начинается с линейной модели. 

Если иметь неограниченно большое количество экспериментальных 
точек, то линейная регрессионная модель с несколькими входными пере-
менными имеет вид 

ȳ  = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + … + βkxk , (1) 

где x1, x2, x3 и т. д. – значения входной переменной; 
β0, β1, β2, …, βk – коэффициенты регрессии. 
Имеющиеся экспериментальные данные в виде комбинаций (х1i, x2i, 

x3i, … xki, yi) являются лишь ограниченной выборкой из общего числа со-
стояний исследуемого объекта. Поэтому можно определить только оценки 
коэффициентов β0, β1, β2, …, которые обозначают, соответственно, b0, b1, 
b2, b3, …, bk. 

ȳ  = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + … + bkxk . (2) 

Такие модели в литературе часто называют многофакторными моде-
лями. Однако определить коэффициенты регрессии bi так, как это делается 
для однофакторной модели – по методу наименьших квадратов, в данном 
случае не представляется возможным. Необходимо использовать основы 
алгебры матриц и матричного исчисления. 

2. Матричный подход к определению коэффициентов 
регрессии 

Запишем для нашего случая матрицы X, Y, B: 

11 21 31 1

12 22 32 2

13 23 33 3

1 2 3

1 ...

1 ...

1 ...

... ... ... ... ... ...

1 ...

 
 
 
 =
 
 
  

k

k

k

m m m km

x x x x

x x x x

X x x x x

x x x x

. (3) 
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В матрице X все элементы первого столбика равны единице. Будем 
считать это фиктивной входной переменной X0 с постоянным значением. 

1

2

3

...

m

y

y

Y y

y

 
 
 
 =
 
 
  

, 

0

1

2

...

k

b

b

B b

b

 
 
 
 =
 
 
 
 

. (4) 

Определим размерность этих матриц: 
● Y – вектор наблюдений (m · 1);
● X – матрица независимых переменных (m(k + 1));
● В – вектор коэффициентов регрессии ((k + 1) · 1).
Правила умножения матриц и векторов требуют, чтобы они были со-

гласованными и имели соответствующую размерность [9, 12]. 
Пусть А – матрица размерностью (n · p): 
● на матрицу А только слева может быть умножена матрица В раз-

мерностью (m · n): 

B · A = (m · n · n · p) = C(m · p); (5) 

● на матрицу А только справа может быть умножена матрица D раз-
мерностью (p · q): 

A · C = (n · p · p · q) = F(n · q). (6) 

Следовательно, произведение В · Х не существует и множественная 
линейная регрессия может быть записана в виде 

Y = X · B. (7) 

Использование аппарата линейной алгебры позволяет получить об-
щую формулу для определения вектора, содержащего коэффициенты ре-
грессии [9]: 

B = (X' · X)–1 = X' · Y, (8) 

где (X' · X)–1 – обратная матрица; 
X'  – транспонированная матрица. 
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Определением коэффициентов регрессионной модели построение 
модели не заканчивается. Необходимо также определить адекватность 
и точность предлагаемой многофакторной модели. 

3. Оценка адекватности и точности 
многофакторной линейной модели 

Адекватность модели характеризует соответствие модели экспери-
ментальным данным и статистическую значимость уравнения регрессии. 
Адекватность регрессионной модели оценивается коэффициентом Фишера 

2
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=
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∑

∑
. (9) 

Расчетное значение коэффициента (Fрасч) необходимо сравнить с таб-
личным значением (Fтабл(m, α)), где m – общее количество эксперимен-
тальных наблюдений, α – уровень значимости. 

α – уровень значимости – вероятность, с которой правильная гипоте-
за о модели может быть отвергнута как неправильная. Обычно в моделиро-
вании (и мы об этом уже говорили) используют значения α = 0,05; 0,01. 
Однако для многофакторных моделей табличное значение F-критерия за-
висит еще и от числа входных переменных [9]. 

Если Fрасч > Fтабл, то модель считается адекватной, а регрессия стати-
стически значимой. Если Fрасч < Fтабл, то регрессионная модель неадекват-
на и регрессия статистически незначима. 

Для оценки точности регрессионных моделей с несколькими вход-
ными переменными используется множественный коэффициент корреля-
ции (R2) [4], который определяется по формуле 
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. (10) 

Отношение R2 характеризует тесноту связи между выходной пере-
менной и входными переменными. Область определения отношения R2 

лежит в пределах от 0 до 1. При R2 = 0 выходной фактор y линейно не за-
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висит от входных факторов x1, x2, …, xk – можно сказать, что корреляцион-
ная связь между выходным фактором и входными факторами отсутствует. 
При R2 = 1 выходной фактор y линейно зависит от входных факторов x1, x2, 
…, xk – имеется в наличии сильная корреляционная связь. Чем выше зна-
чение R2, тем теснее связь в модели между выходной переменной (факто-
ром) и входными переменными (факторами), тем точнее, а следовательно, 
лучше математическая модель. Если модель имеет низкое значение R2, то 
она имеет низкую точность оценки и предсказания поведения или свойств 
объекта. Использовать такую модель для исследования, описания и пред-
сказания объекта не рекомендуется. Из нескольких моделей для исследо-
вания выбирается та, у которой отношение R2 имеет наибольшее значение. 

4. Линейные регрессионные модели 
с несколькими входными переменными 

Если в результате расчета отношения R2 множественная линейная 
регрессия признана недостаточно точной, переходят к исследованию более 
сложных моделей: 

● полинома с одной независимой переменной y = b0 + b1x + b2x
2 + b3x

3;
● полинома с несколькими независимыми переменными y = b0 + b1x1 +

+ b2x2 + b3x
2

1 + + b4x
2

2 + b5x1x2;

● обратной модели y = b0 +
b1

x1
 +

b2

x2
 +

b3

x3
 +

b4

x4
  или y = b0 +

b1

x1
 +

b2

x2
 +

b3

x
2

1

 + 

+ 
b4

x
2

2

 + 
b4

x1 x2
 ;

● комбинированной модели y = b0 + b1x1 + b2 x  + b3lnx + b4exp(x).
Исследователь сам может предложить вид многофакторной модели

на основе анализа априорной информации. Оценка коэффициентов регрес-
сии, критерия адекватности модели и множественного коэффициента кор-
реляции осуществляется по формулам (6.8), (6.9), (6.10), рассмотренным 
ранее для «классической» множественной регрессии. 

5. Нелинейные регрессионные модели 
с несколькими входными переменными 

Если в результате построения линейных моделей ни одна из них не была 
признана достаточно точной, переходят к исследованию более слож-
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ных моделей. Любую модель, в результате преобразования записываемую 
в виде (6.1), можно анализировать методами линейного регрессионного 
анализа. 

Виды преобразований для нелинейных моделей [12]: 
● обратное преобразование;
● логарифмическое преобразование;
● преобразование типа квадратного корня.
Если при помощи каких-либо преобразований нелинейная модель

может быть приведена к виду множественной линейной регрессии, то она 
называется нелинейной моделью с «внутренней линейностью» [11]. К та-
ким моделям относятся: 

● степенная (мультипликативная) модель 31 2
0 1 2 3 ... kb bb b

ky b x x x x= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

Выполним преобразования: lny = lnb0 + b1lnx1 + b2lnx2 + … + bklnxk. Введем 

переобозначения: lnxi = zi, w = b
*

0 + b1z1 + b2z2 + …+bkzk. Данная модель

имеет вид многофакторной линейной регрессии (см. формулу (6.1)), следо-
вательно, степенная модель может быть преобразована логарифмировани-
ем к виду многофакторной линейной регрессии. Это позволяет использо-
вать для расчета коэффициентов регрессии, критерия адекватности и мно-
жественного коэффициента корреляции формулы, рассмотренные выше. 
После вычислений необходимо выполнить потенцирование [11] и вернуть-
ся к исходному степенному виду модели; 

● экспоненциальная модель y = exp(b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + … + bkxk).
Логарифмирование также позволяет преобразовать экспоненциальную мо-
дель к виду многофакторной линейной модели (формула 6.1) и использо-
вать для ее исследования аппарат линейного регрессионного анализа; 

● обратная модель y = 
1

b0 + b1x1 + b2x2 +  … + bkxk
 . Выполним преоб-

разования: 
1
y = b0 + b1x1 + b2x2 + … + bkxk. Введем переобозначения: 

1
y= w,

w = b0 + b1x1 + b2x2 + … + bkxk. Следовательно, обратная модель также мо-
жет быть преобразована к виду множественной линейной регрессии, что 
позволяет использовать для ее исследования аппарат линейного регресси-
онного анализа. 

Если при помощи любых преобразований нелинейная модель не мо-
жет быть приведена к виду множественной линейной регрессии, то она на-
зывается нелинейной моделью с «внутренней нелинейностью». Для иссле-
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дования этих моделей в математике разработан аппарат нелинейного ре-
грессионного анализа [12]. 

6. Шаговые методы построения регрессионных моделей 

На практике при исследовании объектов и построении регрессионных 
моделей с несколькими входными переменными используют шаговые (ите-
рационные) методы, позволяющие обоснованно включать в модель только 
наиболее влиятельные и значимые входные факторы. Чаще всего применя-
ют метод исключения переменных и метод включения переменных. 

Метод исключения переменных состоит из нескольких этапов [12]: 
● Этап 1: предлагается регрессионная модель, включающая все ис-

следуемые входные переменные. 
● Этап 2: рассчитывается частный F-критерий Фишера для каждой вход-

ной переменной FXi
 и оценивается статистическая значимость каждой входной 

переменной аналогично тому, как это выполняется для модели в целом. 
● Этап 3: устанавливается входная переменная с минимальным зна-

чением FXi
.

● Этап 4: минимальное значение F-критерия сравнивается с гранич-
ным значением. 

Если Fmin > Fтабл(m, α), то соответствующая входная переменная счи-
тается статистически значимой и остается в модели. Следовательно, пред-
ложенная на этапе 1 модель статистически значима, адекватна и может 
быть использована для исследования объекта. Анализ оставшихся входных 
переменных уже не проводится. Далее рассчитываются коэффициенты 
регрессии и множественный коэффициент корреляции. 

Если Fmin < Fтабл, то соответствующая входная переменная статисти-
чески незначима и должна быть удалена из модели как неадекватная. Сле-
дует помнить, что для многофакторных моделей табличное значение F-
критерия зависит еще и от числа входных переменных [9, 12]. 

● Этап 5: после удаления статистически незначимой входной пере-
менной для оставшихся входных переменных снова пересчитываются их 
частные F-критерии. 

● Этап 6: снова устанавливается входная переменная (из оставшихся)
с минимальным значением FXi. 

● Этап 7: этапы 4, 5, 6 повторяются до тех пор, пока в модели не оста-
нутся только статистически значимые переменные. 
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Если после выполнения указанных процедур в модели не останется 

ни одной статистически значимой переменной, то модель построить нель-
зя. Скорее всего, причина в просчетах, допущенных при планировании 

эксперимента на основе анализа априорной информации. В этом случае 

следует снова внимательно проанализировать априорную информацию, 

заново спланировать и провести эксперимент и обработать его результаты. 

Если в модели остаются входные переменные, то переходят к расче-
ту коэффициентов регрессии и оценке точности модели. 

Метод включения переменных также состоит из этапов: 

● Этап 0: в «модели» нет ни одной входной переменной.

● Этап 1: рассчитывается корреляционная матрица (из частных коэф-
фициентов корреляции входных переменных друг с другом и с выходной 

переменной) 

1 11 21 31 1

2 12 22 32 2

3 13 23 33 3

1 2 3

...

...

...

... ... ... ... ... ...

...

 
 
 
 
 
 
 
 

y k

y k

y k

ky k k k kk

R R R R R

R R R R R

R R R R R

R R R R R

, 

где Rky – частный коэффициент корреляции k-й входной переменной 
и выходной переменной. 
Rij – частный коэффициент корреляции i-й и j-й входных переменных 

(i = 1, k ;  j = 1, k ;  i ≠ j). 

● Этап 2: выбирается входная переменная с максимальным коэффи-
циентом корреляции Riy. Эта переменная первой вводится в модель. 

● Этап 3: определяется частный F-критерий введенной входной пе-

ременной, который одновременно является критерием адекватности всей 

модели. 

Если Fрасч < Fтабл, то соответствующая входная переменная статисти-

чески незначима, т. е. должна быть удалена из модели, а сама модель не-

адекватна. Оставшиеся входные переменные имеют с выходной перемен-

ной еще менее тесную корреляционную связь. Следовательно, в данной 

ситуации модель построить не представляется возможным. 
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Если Fрасч > Fтабл(m, α), то соответствующая входная переменная счи-
тается статистически значимой и остается в модели. 

● Этап 4: корреляционная матрица пересчитывается без учета влия-
ния выбранной входной переменной. 

● Этап 5: из оставшихся входных переменных выбирается перемен-
ная с максимальным коэффициентом корреляции Riy. Эта переменная вво-
дится в модель следующей. 

● Этап 6: определяется F-критерий новой модели.
Если Fрасч < Fтабл, то вновь введенная в модель входная переменная

статистически незначима и должна быть удалена из модели как неадекват-
ная. В модели остается одна входная переменная. 

● Этап 7: процедуры 4, 5, 6 повторяются до тех пор, пока не сформи-
руется окончательный вид модели. Дальше переходят к расчету коэффици-
ентов регрессии и оценке точности модели. 

Сравнивая данные методы, можно сказать следующее: 
●Метод исключения входных переменных дает вполне удовлетвори-

тельные результаты при моделировании. 
●Метод включения входных переменных более экономичен в вычи-

слительном аспекте. 

Вопросы для самоконтроля 

1.Что такое многофакторная линейная регрессия?
2.Как оценивается точность многофакторной линейной регрессион-

ной модели? 
3.Как оценивается адекватность многофакторной линейной регрес-

сионной модели? 
4.Какие значения может принимать множественный коэффициент

корреляции? 
5.Что такое нелинейные модели с «внутренней линейностью»?
6.Какие бывают нелинейные модели с «внутренней линейностью»?
7.Что такое нелинейные модели с «внутренней нелинейностью»?
8.Обозначьте основные этапы метода включения переменных.
9.Что такое корреляционная матрица?
10.Что такое частный критерий Фишера для входной переменной?

Что он характеризует? 
11.Обозначьте основные этапы метода исключения переменных.
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